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АНОТАЦІЯ Об`єктом дослідження є джерело синусоїдальної напруги, яке має в своєму складі сонячну панель, 
перетворювач частоти з ШІМ та вихідним LC-фільтром і нелінійний однофазний вихідний трансформатор з додатковим 
фільтром на виході, підключений до однофазної неавтономної мережі споживача. Проведено пониження порядку афінної 
нелінійної сингулярно-збуреної системи диференціальних рівнянь, яка описує це джерело. Градієнтний метод отримання 
функції Ляпунова дав можливість застосувати нелінійну стратегію скалярного керування. Наводяться результати 
моделювання з урахуванням обмежень, які впливають на можливість реалізації отриманої стратегії нелінійного керування.  
Ключові слова: альтернативне джерело живлення; вихідний LC-фільтр; нелінійний однофазний трансформатор; 
сингулярно-збурена система; нелінійне керування; градієнтний метод; функція Ляпунова. 
NONLINEAR CONTROL OF THE OUTPUT VOLTAGE OF A GRID-CONNECTED 
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ABSTRACT The object of the study is an autonomous source of sinusoidal voltage, which consists of photovoltaic panel, a bridge 
frequency converter with PWM, equipped with an output LC filter and a single-phase nonlinear output transformer with an 
additional output filter, which is connected to the non-autonomous grid. The nonlinearity of the magnetic system of the transformer is 
approximated by an odd function of the arc type. The substitution of variables made possible to develop a mathematical description 
of the circuit in the form of a nonlinear singularly perturbed system of differential equations. It is assumed that there is an attractive 
invariant surface, which makes it possible to reduce the order of the original system of equations. An analytical form of the equations 
of this surface in the form of a series in powers of a small parameter is obtained. A system of lower-order differential equations is 
obtained that is equivalent in some region to the original nonlinear singularly perturbed system. The non-linear reduced system is 
transformed to a form that has made it possible to apply the nonlinear feedback control strategies. The gradient method for obtaining 
the Lyapunov function allowed us to apply a nonlinear strategy of scalar control. A condition is set out in which the use of this 
function guaranteed the local asymptotic stability of this nonlinear system. The results of digital simulation are presented. The 
simulation was performed taking into account the limitations inherent in the real object of power electronics and affecting the 
possibility of technical implementation of the obtained control strategy. Local equivalency and isomorphism in the control strategies 
of full-length and reduced systems avoids the need to measure all variables in the space of states, which facilitates practical 
implementation. The possibility of reducing the impact of load jumps on the form of the output voltage has been checked, taking into 
account the constraints specific to real systems, has been verified using digital simulation. 
Keywords: alternative power supply; output LC-filter; one phase nonlinear transformer; singularly perturbed system; nonlinear 
control; gradient method; Lyapunov function. 
Вступ 
Фотовольтаїчне джерело живлення, яке в 
широких колах називають просто – «Сонячна 
батарея», насправді є доволі складним об`єктом 
перетворювальної техніки. Навіть найпростіші (Stand-
alone PV Systems), розраховані на автономне 
забезпечення електроенергією приватних 
домогосподарств, мають в своєму складі сонячний 
генератор (Solar Generator), зібраний зазвичай з 
декількох панелей фотоелементів (Solar Panels), 
побудованих з сонячних комірок (Solar Cells), 
зібраних в модулі (Solar Modules), накопичувач енергії 
(Energy Storage) з контролером заряда та 
напівпровідниковий перетворювач [1]. Більш 
складними є пристрої, розраховані на під`єднання до 
існуючих мереж живлення (Grid-connected PV 
Systems). Якщо для виконання вимог 
електромагнітної сумісності з навантаженням в 
простіших (в основному – безтрансформаторних) 
пристроях  використовується LCL-фільтр, то щодо 
складніших вимоги є більш серйозними. В Grid-
connected PV Systems сонячний генератор мусить мати 
гальванічну розв`язку з зовнішньою мережею, а 
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напівпровідниковий перетворювач частоти (ПЧ) – 
задовольняти стандартним вимогам щодо 
електромагнітної сумісності з цією мережею [2]. 
Традиційно, ізолюючий (розв`язуючий) 
трансформатор може бути як високочастотним (ВЧ), 
що потребує додаткового ВЧ перетворювача та 
випрямляча [3], так і низькочастотним (НЧ). 
Застосування НЧ трансформатора, який 
безпосередньо підключається до мережі споживача, 
дещо спрощує схемотехніку та зменшує кількість 
ступенів перетворення енергії [4]. Позаяк вихідна 
потужність Solar Generator досить сильно залежить 
від умов навколишнього середовища, а саме, рівня 
сонячного освітлення та зовнішньої температури, то 
для підтримання бажаного рівня напруги постійного 
струму на накопичувачі необхідним є застосування 
DC-DC перетворювача, який може одночасно 
виконувати функції контроля заряду та стабілізації 
цієї напруги [5, 6]. В такому випадку вихідний ШІМ-
інвертор має виконувати задачу узгодження 
параметрів вихідної напруги Grid-connected PV 
Systems з мережею споживача з урахуванням вимог до 




Далі розглядатимемо один з розповсюджених 
варіантів Grid-connected PV Systems, яка складається з 
Solar Generator,  DC-DC перетворювача, накопичувача,  
мостового однофазного інвертора, LC-фільтра, 
вихідного трансформатора [8], доповненого LCL-
фільтром,  та навантаження. За загальноприйнятого 
припущення, що заступна схема мережі може бути 
представлена послідовно з`єднаними  лінійним 
комплексним опором Zg=Rg+jLg та джерелом ЕРС 
E2=E(t) (в загальному випадку – не синусоїдальним), 























Рис. 1 – структурна схема 
 
У чистому вигляді LCL-фільтри 
використовуються лише в безтрансформаторних 
схемах [8]. В інших випадках при побудові заступних 
схем трансформаторних Grid-connected PV Systems в 
разі використання найпростішої заступної схеми 
трансформатора у вигляді комплексного опору 
Zk=Rk+jLk [9], роль Lf2 грає індуктивність Lk 
трансформатора. Тому не будемо використовувати 
додаткову зовнішню індуктивність і вважатимемо в 
подальших викладках Lf2=0. 
Амплітуди і форма струмів обмоток 
трансформатора істотним чином змінюютьcя, якщо 
враховувати можливість входу у стан насичення 
магнітопровода, оскільки проявляється нелінійна 
залежність індукції від напруженості магнітного поля. 
Аналітична апроксимація кривої намагнічування 
трансформатора і перехід до магнітної проникності 
дозволяє вивести з рівнянь трансформатора [9] 
диференціальні рівняння відносно незалежних 
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де R1, R2-опори першої та другої обвиток 
трансформатора, U1, U2 –напруги на обвитках, L11, L22, 
M є в загальному випадку нелінійними функціями, які 
залежать від i1, i2 , геометричних параметрів обмоток 
та їх взаєморозташування на магнітному осерді.  
Залежно від потреби досліджень для 
аналітичного опису кривої намагнічування 
застосовуються різноманітні типи апроксимаційних 
кривих. Для того, щоб отримати в аналітичному 
вигляді вирази для величин L11, L22, M, скористаємось 
одним із способів апроксимування, який 
запропоновано в [11]. В цій роботі зазначається, що 
поряд з іншими, для аналітичного описання 
безгістерезисної кривої намагнічування (обмежена 
ділянка загальної кривої, в межах якої лежить режим 
роботи більшості електромагнітних пристроїв) може 
бути використана також апроксимація виду: 
 
  ;HHarctgBB m     (2) 
 
де α, Bm ,  ρ >0- сталі, які мають визначатись по 
реальній кривій намагнічування ; 
B – індукція; H – напруженість магнітного поля. 
Оскільки перший доданок у виразі (2) з ростом 
H асимптотично наближається до прямих, 
паралельних осі абсцис і розташованих від неї на 
відстані ±Bm, то зміна магнітної індукції в області 
значних величин H характеризується другим 
доданком. Дана апроксимація являється непарною і 
може бути використана для розрахунку магнітних 
полів як в схемах з постійним, так і з змінним полем. 
При малих значеннях H розрахункова крива 
проходитиме зазвичай дещо вище, а при великих – 
дещо нижче реальної кривої намагнічування [11]. 
Коефіцієнти α, Bm та ρ можна визначити, вибравши 
три точки на кривій намагнічування. При цьому для 
того, щоб визначити коефіцієнт α, необхідно 
розв'язати рівняння:  
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а коефіцієнти Bm та ρ можна визначити згідно 
виразам: 
 





















Така апроксимація добре збігається з 
реальними кривими, вимагає знаходження лише трьох 
сталих і поправки ρ«1 для конкретного матеріалу 
осердя та не є справедливою для високих значень 
напруженості.  
Вважаючи всі індуктивності нелінійними, 
маємо можливість перейти до запису нелінійних 
величин L11, L22, M з урахуванням апроксимації (3) та 
виразивши напруженість магнітного поля через струм 
намагнічування: 
 
     



















де img=i1+i2 - струм намагнічування, L10, L20, M0 –
максимальні значення індуктивностей, Vm=(Bm+ρ)-1, 
Ham- стала, величина якої обумовлена  параметрами 
магнітного осердя. 
Отже диференціальні рівняння (1) можна з 































































де ε=(L10L20/M02-1)M0 є достатньо малою величиною у 
порівнянні з іншими коефіцієнтами. 
Вважатимемо також, що Rn на рис.1 є 
резистором підсистеми вимірювання, а напруга Ug 
використовується суто для  підсистеми синхронізації з 
мережею[3], звідки можна припустити Rn»Rg та  |In|<| 
imagn|. З урахуванням наведених вище перетворень та 
припущень одержимо неавтономну афінну 
сингулярно-збурену нелінійну систему ДР: 
   
 
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де I1 –струм в індуктивності першого фільтра, Ig –
струм в мережі живлення, UFC –вихідна напруга ПЧ, 
R, L, C –активні опори, індуктивності та ємності 
відповідно до схеми рис.1.  
Отже, для стабільного функціонування Grid-
connected PV Systems, приєднаної до мережі 
споживача, необхідно вирішувати задачу формування 




Сигнал завдання вихідної напруги Uref (t) може 
формуватися декількома методами в залежності від 
загальної стратегії керування Grid-connected PV 
Systems [8], тому далі розглядатимемо тільки контур 
стабілізації напруги U2.  
В узагальненому вигляді рівнянням (7), які 
описують схему згідно рис.1, відповідає система m+n 
ДР, яка може бути представлена у вигляді: 
 






 , (8) 
 
де x – m-вимірний, z – n-вимірний вектор-стовпці 
змінних стану; f-m-вимірна, F-n-вимірна  вектор-
функції, неперервні по всіх своїх аргументах; ε - 
малий параметр, ε>0; u – m-вимірний вектор 
керування.  
Для сингулярно-збурених систем такого виду 
існує деяке співвідношення z=W(x,t,ε), яке дозволяє 
замінити систему рівнянь (8) системою більш 
низького порядку, аналогічно тому, як зроблено в [12]. 
Пошук стабілізуючої модуляційної функції для 
нелінійної афінної сингулярно-збуреної динамічної 
системою високого порядку є достатньо складною 
задачею [13]. Якщо привести систему ДР (7) до 
спеціального вигляду, то можна впевнитись, що для 
неї виконуються умови теореми існування [12], тобто 
система ДР (7) має інтегральний многовид. Наявність 
такого многовида дозволяє перейти від (7) до 
редукованої системи ДР.  
Загальні методи пошуку многовида в 
аналітичному вигляді, на жаль, невідомі, проте для 
системи (7) можна одержати його наближене значення 
з потрібним ступенем точності у вигляді ряду, який 
збігається, за ступенями ε [14]. Для спрощення 

































де Udm, E2m – деякі константи. 
Якщо зважити на те, що опори R1, R2 відомі, а 
максимальну величину амплітуди напруги мережі 
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можна оцінити, то виберемо масштабуючий параметр 
Udm таким, щоб виконувалась рівність  Udm/R1=E2m/R2 . 
Тоді система ДР (7) матиме вигляд: 
 






















































































     


















Для того, щоб впевнитись, що для ДР (10) 
виконуються умови теореми існування [11], 
приведемо (10) до спеціального вигляду.  Для цього 
перепишемо рівняння з малим параметром з (10) у 
вигляді: 
     
     





















що дасть можливість застосувати перетворення 
дробово-раціональної функції нелінійності v(x) в 
деякій обмеженій області Dx у ступеневий ряд. 
Врахувавши, що α1/α2=1/(Bm+ρ) та відкинувши члени 
ряду порядків 4 і вище, матимемо: 
     
























  (11) 
Поклавши в (11) ε=0 та розв’язавши утворені 
алгебраїчні рівняння відносно y, можна отримати 
нульове наближення інтегрального многовиду: φ0 
=│y1,y2│T= │x2, x3│T. За його допомогою перше 
наближення  φ1(y1, y2) можна визначити наступним 
чином [17]: 
     ,,,, 1211 txGtxByy
 (12) 
де G(x, t) = Liφ(f(x, t)) – похідна Лі від вектор-
функції f(x, t) за нульовим наближенням φ0; 
   

































Оскільки ε є достатньо малою величиною у 
порівнянні з іншими коефіцієнтами системи ДР (10), 
можна знехтувати степенями 2 і вище ряду за 
ступенями ε, обмежившись першим наближенням (12) 
і записати інтегральний многовид у такій формі: 




























































Після чого, підставивши (13) у (10), маємо 
формальне право відкинути два рівняння з малим 
параметром при похідних, в результаті чого 
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Системи ДР (10) та (14) не можуть бути 
дифеоморфними, проте є локально еквівалентними та 
ізоморфними по керуванню [15]. Еквівалентність 
систем (10) та (14) означає, що немає необхідності 
проводити синтез керування u для повновимірної
системи (10). За умови рівномірності розкладення 
нелінійності в степеневий ряд в деякій обмеженій 
області Dx можливо перейти до синтезу керування за
допомогою метода функцій Ляпунова [16]. Хоча 
загального методу побудови функцій Ляпунова для 
нелінійних систем не існує, проте для деяких класів 
нелінійних систем ДР вдається отримати таку 
функцію в аналітичному вигляді та побудувати на її 
базі стабілізуюче керування. Згідно методу градієнта 
[17] виберемо деяку вектор-функцію g(x), x:{x1,…,x4}
яка є градієнтом скалярної функції V(x), так, що
якобіан [∂g(x)/∂x] є симетричним, а її (g(x)) елементи є
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В такому випадку, якщо вдасться підібрати 
коефіцієнти cij вектор-функції g(x) та модулюючу
функцію u так, що:










де вектор-функція h (x,u,t) записується на підставі






























додатньо-визначену скалярну функцію V(x) можна
знайти за допомогою інтегрування по параметру 







kk dxxgxV  .
Виберемо модулюючу функцію u у формі, яка














kkn xKxKxxu  (16) 
З урахуванням (16) вираз (15) можна переписати у 
вигляді: 
   





























Враховуючи умову симетричності якобіану, зменшимо 









Це дозволить записати функцію V(x) після

































Оскільки V(x) є квадратичною формою, то для
виконання умови V(x)>0 (x≠0) необхідно, щоб її
коефіцієнти задовольняли критерію Сильвестра. 
Для визначення невідомих K1,…,K4 потрібно
розв`язати відносно них нелінійну систему 
алгебраїчних рівнянь (САР) шостого порядку, яка 
утворюється шляхом прирівнювання до нуля 
коефіцієнтів в (17) при всіх добутках виду xjxk, j≠k.
Для визначення невідомих K11,…,K14 також потрібно
розв`язати відносно них нелінійну САР шостого 
порядку, яка утворюється шляхом прирівнювання до 
нуля коефіцієнтів в (17) при всіх добутках виду ς1,2(x)
xjxk, j≠k. Об’єднавши дві САР отримуємо результуючу
САР 12-го порядку. Оскільки розмірність вектора 
невідомих │K│=│K1,K2,K3,K4,K11,K12,K13,K14│T є
меншою за розмірність САР,  яка утворилась, 
доповнимо його штучно чотирьма змінними M4,…M7
так, щоб rank│K│=12, │K│=│Ki,K1i,, M4, M5, M6, 
M7│T , i=1,4.
Вибір констант CM ={c11, c22, c33, c44, M2,M3 } не
є абсолютно довільним, оскільки мають виконуватись 
умови, які випливають з (15), що при xjxk, j=k
коефіцієнти є від`ємними (або меншими наперед 
заданої константи τ <0, якщо ввести умову обмеження
на поверхні рівня виду  maxV=V0 (dV/dt·V-1)=2τ) та
V(x)>0 (x≠0).
Ізоморфність по керуванню дозволяє досить 
просто повернутись до системи ДР (9) і отримати для 
неї нелінійну модуляційну функцію, виконавши 
зворотню підстановку (9) в (16). З огляду на рівень 
швидкодії сучасної мікропроцесорної техніки та 
обчислювальні можливості вбудовуваних цифрових 
сигнальних процесорів (Embedded DSP), програмна 
реалізація нелінійної функції (16) не є складною 
задачею. 
Дослідження ефективності застосування 
нелінійної модуляційної функції проводились за 
допомогою цифрової моделі. Для цифрового 
моделювання використовувались такі параметри 
автономної системи живлення: 
- напруга Ud сонячної батареї на вході однофазного
інвертора (ШІМ 18,8 кГц) стандартна 600В; 
- напруга E2 = 220 В (RMS) з частотою f2 = 50 Гц;
- перший фільтр з дроселем індуктивністю Lf=1,2 мГн,
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активним опором Rf=0,068 Ом та ємностями Сf1=47,0 
мкФ, Cf2=94 мкФ ; 
- однофазний трансформатор (осердя – сталь 3408, α= 
0,05704, Bm =1,2317 Тл, , ρ=9,014e-5) типу ОСВМ 4,0-
0,05 з Lk≈65 мкГн, R1,2≈0,15 Ом; 
- параметри номінального RC-навантаження – R=14,16 
Ом, C=0,18 мкФ, 
- параметри мережі cosφg=0,92, Iк.з.=390 А. 
На рис. 2 наведено результати, отримані при 
цифровому експерименті при стабілізації вихідної 
напруги. На діаграмі перший відрізок часу відповідає 
роботі системи при номінальному, а другий - при 
мінімальному струмі навантаження (відмітка часу 0,06 








t,  сек     
 
 
Рис. 2 –Діаграми напруг та струмів 
 
Моделювання показало, що хоча відхилення 
напруги U2 на виході системи при стрибку 
навантаження і має місце, проте максимальна 
амплітуда цього відхилення не перевищує +20% (в 
точці підключення  навантаження напруга Ug в цей 
момент +250%). Наявність нелінійної складової в 
керування здатне підвищити швидкодію системи, 
проте одночасно може призвести до деякого (кілька 
%) погіршення спектрального складу вихідної 
напруги в режимі мінімального навантаження. Тому 
підбір констант CM та початкових значень │K│ 
розв’язків нелінійної САР є доволі складною задачею, 
оскільки формальних методів не існує. Моделювання 
показало, що найліпші показники з точки зору якості 
керування можуть бути забезпечені збалансованістю 
коефіцієнтів K лінійної та нелінійної складових 




Показано можливість формування вихідної 
напруги фотовольтаїчного джерела живлення, яке 
описано нелінійною сингулярно-збуреною афінною 
системою диференціальних рівнянь, в неавтономній 
мережі з достатнім рівнем точності. Встановлено, що 
задачу стабілізації наведеної системи вирішує 
нелінійна модуляційна функція, отримана за 
допомогою методу функцій Ляпунова, застосованих 
до системи диференціальних рівнянь пониженого 
порядку, яку отримано шляхом редукції початкової 
нелінійної сингулярно-збуреної системи. Локальна 
еквівалентність та ізоморфність по керуванню повної 
та редукованої систем дозволяють уникнути 
необхідності вимірювання усіх змінних простору 
станів, що полегшує практичну реалізацію. 
Перевірено можливість зниження впливу стрибків 
навантаження на форму вихідної напруги з 
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АНОТАЦИЯ Объектом исследования является источник питания с синусоидальным выходным напряжением, имеющий в 
своем составе солнечную панель, преобразователь частоты с ШИМ с выходным LC-фильтром и однофазный нелинейный 
трансформатор с дополнительным фильтром на выходе, подключенный к однофазной неавтономной питающей сети 
потребителя. Проведено понижение порядка аффинной нелинейной сингулярно-возмущенной системы дифференциальных 
уравнений, описывающих этот источник. Градиентный метод получения функции Ляпунова дает возможность 
использовать нелинейную стратегию скалярного управления. Приводятся результаты моделирования с учетом 
ограничений, которые влияют на возможность реализации полученной стратегии нелинейного управления.   
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сингулярно-возмущенная система; нелинейное управление; градиентный метод; функция Ляпунова. 
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